- Le frazioni di Farey e il teorema di Pick
- Area del parallelogramma

- Aree di poligoni con vertici sulla griglia
- Proprieta delle frazioni di Farey

- Risoluzione di problemi lineari
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Calcolo dell'area di un poligono semplice
con i vertici sui punti di un reticolo

Una questione di puntini..... ovvero il Teorema di Pick



Calcolo dell'area di un poligono semplice
con i vertici sui punti di un reticolo
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Il Teorema di Pick: A (P):i+£_



Calcolo dell'area di un poligono semplice
con i vertici sui punti di un reticolo

— i P
A(P)—l+2

Dimostrazione:

1) la formula di Pick & additiva
2) la formula di Pick vale per i triangoli

\/
Dato che ogni poligono si pud triangolarizzare la formula calcola
I'area di qualsiasi poligono semplice.



Calcolo dell'area di un poligono semplice
con i vertici sui punti di un reticolo

Dimostrazione:

1) la formula di Pick & additiva

. Punti in comune sul bordo che scompare
C - unendo i due triangoli

pPp=ptp,—2c+2

Pp

pi+p,—2c+2

A(P):ip+7—1:(i1+i2+c—2)+ 5

— i P
A(P)—z+2




Calcolo dell'area di un poligono semplice
con i vertici sui punti di un reticolo

Dimostrazione: = £_
A(P)=i+ 5

2a) la formula di Pick vale per i rettangoli

i=(a—1)(b—1)
p=2(a+1)+2(b—1)

» A=ab



Calcolo dell'area di un poligono semplice
con i vertici sui punti di un reticolo

Dimostrazione: = £_
A(P)=i+ 5

2a) la formula di Pick vale per i rettangoli

i=(a—1)(b—1)=ab—a—b+1
p=2(a+1)+2(b—1)=2a+2b

A(P)Z(ab—a—b+l)+2a;2b—lzab




Calcolo dell'area di un poligono semplice
con i vertici sui punti di un reticolo

Dimostrazione:

- o A(P)=i+ L
2b) divido il rettangolo in due triangoli rettangoli. 2
CASO 1 sulla diagonale non ci sono punti del reticolo

iT:iR/zzé(a—l)(b—l) b
pr=a+l1+b > 2




Calcolo dell'area di un poligono semplice
con i vertici sui punti di un reticolo

Dimostrazione:

- o A(P)=i+ L
2b) divido il rettangolo in due triangoli rettangoli. 2
CASO 2 sulla diagonale ci sono punti del reticolo

e o] 0] 0] o e o

o] @ L o] o] @ o >
a

o] @ 1] @ L @ (0]

(o] @ o] o 0] o] 0]

Cio significa che posso decomporre il triangolo in

triangoli rettangoli piu piccoli che non hanno punti sulla loro ipotenusa
e in rettangoli.

Abbiamo gia osservato che la formula funziona per i triangoli rettangoli
che non hanno punti del reticolo sull'ipotenusa, per i rettangoli e che e
additiva.



Calcolo dell'area di un poligono semplice
con i vertici sui punti di un reticolo

Dimostrazione:

- o A(P)=i+ L
2b) divido il rettangolo in due triangoli rettangoli. 2
CASO 2 sulla diagonale ci sono punti del reticolo

Cio significa che posso decomporre il triangolo in

triangoli rettangoli piu piccoli che non hanno punti sulla loro ipotenusa

e in rettangoli.

Abbiamo gia osservato che la formula funziona per i triangoli rettangoli
che non hanno punti del reticolo sull'ipotenusa, per i rettangoli e che non &
additiva.



Calcolo dell'area di un poligono semplice
con i vertici sui punti di un reticolo

Dimostrazione: p

| A(P)=i+L£—
2c¢) il triangolo di cui devo calcolare 'area non € rettangolo 2
Oppure non ha i cateti paralleli agli assi del reticolo.

Anche in questo caso posso decomporre il triangolo in
triangoli rettangoli e ritornare ai casi gia analizzati.



Calcolo dell'area di un poligono semplice
con i vertici sui punti di un reticolo

Dimostrazione: p

| A(P)=i+L£—
2c¢) il triangolo di cui devo calcolare 'area non € rettangolo 2
Oppure non ha i cateti paralleli agli assi del reticolo.

Anche in questo caso posso decomporre il triangolo in
triangoli rettangoli e ritornare ai casi gia analizzati.



Calcolo dell'area del triangolo
tramite le coordinate dei vertici



Calcolo dell'area del triangolo
tramite le coordinate dei vertici



Calcolo dell'area del triangolo
tramite le coordinate dei vertici

AADEF:(XC_XA)(yB_yA)



Calcolo dell'area del triangolo
tramite le coordinate dei vertici

(T Yo ')

A(x4,1y4)

AADEF:<xc_xA)(yB_yA)



Calcolo dell'area del triangolo
tramite le coordinate dei vertici

|
AreaT1:5<xB_xA)(yB_yA>

g

C(xesye)

[
Areay = (xc—x,)(y,~yc)

1
AV@GT3:§<XC_XA)(J/C_)/A)

A(xa,ya)

AreaADEF:(xc_xA)<yB_yA)

Atriangoloz AADEF_AT1 _ATz_AT3



Calcolo dell'area del triangolo
tramite le coordinate dei vertici

Atriangoloz AADEF_ATI _ATZ_AT3

1

AT 2()63 xA)<yB_yA>
1

AT 2(xc xze)(yB_yc)
1

AT 2(xc xA)(J’c_J’A)

A ppr= (x xA)(.yB_yA)

Atriang010:<xc_‘XA)(yB_yA)_%[(xB_xA)(yB_yA)+(xC_xB)(yB_yC)+<xC_xA)(yC_ J’A)]



Calcolo dell'area del triangolo
tramite le coordinate dei vertici

Se il vertice A fosse nell'origine:

|
AT]ZEXB.VB
|
ATZZE(XC—XB>()/B—)/C)
1
AT3=§nyC

A per=Xc V3

1

1
AtriangoloszyB_E[xByB-I-(xC_xB)(yB_yC)-l-xC yc]za[xc Y~ Xp)Vc



Calcolo dell'area del triangolo
tramite le coordinate dei vertici

Se il vertice A fosse nell'origine:

1

Atriangolozi xC yB_xByC

altrimenti basta “aggiungere” alle coordinate
Dei vertici B e C le coordinate di A

1
Atriangolozg[(xC-FxA)(yB+yA)_(‘xB+xA)(yC+yA)]



Calcolo dell'area del triangolo
tramite le coordinate dei vertici

Se il vertice A fosse nell'origine:

|
AT]ZEXB.VB
|
ATZZE(XC—XB>()/B—)/C)
1
AT3=§nyC

A per=Xc V3

1

1
AtriangoloszyB_E[xByB-I-(xC_xB)(yB_yC)-l-xC yc]za[xc Y~ Xp)Vc



Calcolo dell'area del triangolo
tramite le coordinate dei vertici

Se il vertice A fosse nell'origine:

|
AT]ZEXB.VB
|
ATZZE(XC—XB>()/B—)/C)
1
AT3=§nyC

A per=Xc V3

1 1
AtriangoloszyB_E[xByB-I-(xC_xB)(yB_yC)-l-xC yc]za[xc Y~ Xp J’C]

Apro=(r =50 2.3 [0 5 a2+ (e, (i ye b (e, (e 2.)

triangolo ™~



Calcolo dell'area del triangolo
tramite le coordinate dei vertici

Se il vertice A fosse nell'origine:

4 1
triang010_§|nyB_xB Yc ‘

altrimenti basta “aggiungere” alle coordinate
Dei vertici B e C le coordinate di A

1
AtriangoZOZE‘('xC-I-xA)(yB+yA)_(xB+xA>(yC+yA)‘

Attenzione: I'area € un numero positivo o nullo!




Calcolo dell'area del triangolo
tramite le coordinate dei vertici

1
riangol():E nyB_xByC

C(xec.yo)

10




Calcolo dell'area del triangolo
tramite le coordinate dei vertici

1
riangol():E nyB_xByC

C(xec.yo)

10




Frazioni di Farey
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Frazioni di Farey
_ordinat_e sulla _retta orientata
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Operazione di mediante
e la somma di vettori

q-—+s



Calcolo dell'area del parallelogramma
formato da due vettori

’r
U -
*
o,

1
Atriang010:§|nyB_xByC 2 Aparall:|nyB_xByC



Calcolo dell'area del parallelogramma
formato da due vettori

Quanto misura l'area del parallelogramma
formato da uno dei due vettori e dalla lofo somma? v e

v zlrp + ;E:‘(.'-"a Yy + yc]

C(zesyc)

A(0,0)

1
Atriang010:§|nyB_xByC 2 Aparall:|nyB_xByC



Calcolo dell'area del parallelogramma
formato da due vettori

Quanto misura l'area del parallelogramma
formato da uno dei due vettori e dalla loro Somma?

A(0,0)

1
Atrlangolo |nyB xByC|_E‘ xB+xC)yB_xB(yB+yC)|:_)AparalZ:|nyB_xByC|

L'area di questo nuovo parallelogramma non e diversa !



Calcolo dell'area del parallelogramma
formato da due vettori

Partiamo dai due versori u(1,0) e v(0,1).
Formano un quadrato di area 1. 4

Iniziamo poi a fare le somme dei vettori
e a costruire nuovi parallelogrammi.

E v =[1,1]

. A0,p) = [0,1] C(1,0)

Hanno tutti la stessa area.



Calcolo dell'area del parallelogramma
formato da due vettori
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Calcolo dell'area del parallelogramma
formato da due vettori
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Calcolo dell'area del parallelogramma
formato da due vettori
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Calcolo dell'area del parallelogramma
formato da due vettori
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Numer!
Problemi lineari a soluzione intera

Sx—8y=1

| ]

ax—by=1

MCD(a,b)=MCD(5,8)=1

(xo’yo%:(?a?)



Numer!
Problemi lineari a soluzione intera

Sx—8y=1

(xo’J’o):(593)

5:5—8-3=1



Numer!
Problemi lineari a soluzione intera

Sx—8y=1

|

ax—by=1

:

axt+kab—kab—by=1

|

a(x+kb)—b(y+ka)=1

(x,,v,)=(5+8k,3+5k)



Numeril
Problemi a soluzione intera
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Numeri
| medianti per approssimare 48/61

61x—48 y=1

| numeri in rosso approssimano per difetto, quelli in blu per eccesso



|-||--.

®.

Numeri
| medianti per approssimare 61/48

=N g

61x—48 y=1

| numeri in rosso sono i convergenti della frazione continua
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