I numeri radicali: estrazione di radice quadrata

Classe : seconda secondaria di primo grado.

Argomenti: Non esistenza di un numero razionale x tale che x* = 2 anche se questo numero x pud
essere associato in maniera univoca ad un punto della retta. Ricerca di un algoritmo (detto di Erone)
per la determinazione di questo numero attraverso un approccio geometrico che faccia uso anche di
software di geometria dinamica. Implementazione di questo algoritmo su un foglio di calcolo
elettronico. Appartenenza dei numeri x tale che X2 = a ad un altro insieme dei numeri mai studiato sin
d'ora: i numeri radicali (sottoinsieme dei numeri irrazionali). Introduzione di una nuova operazione
chiamata estrazione di radice quadrata pensata come operatore inverso dell’elevamento al quadrato.
Conoscenza delle proprieta dei numeri radicali attraverso un approccio geometrico.

Obiettivi: saper riconoscere la differenza tra un numero radicale da un numero razionale; saper
riconoscere la diversa rappresentazione numerica di numeri appartenenti ai due diversi insiemi; saper
rappresentare su retta reale i numeri radicali e stimarli a meno di una unita; saper stimare con un
qualsiasi numero di cifre decimali, la radice quadrata di un numero mediante I'algoritmo di Erone; saper
implementare su foglio di calcolo elettronico tale algoritmo per la costruzione di una calcolatrice che
estragga approssimazioni di radici quadrati di qualsiasi numero. Saper applicare le proprieta dei numeri
radicali per la semplificazione nel calcolo della radice quadrata di numeri grandi o razionali.

Prerequisiti: i numeri razionali, il concetto di area, il teorema di Pitagora.

1. Prime scoperte su 1 numeri radicali

I ragazzi dovrebbero essere a conoscenza, arrivati a questo punto del loro percorso della scuola media,
che tra due numeri naturali, come ad esempio 0 ed 1, sono contenuti una infinita di numeri razionali
(sapendo che si puo associare in maniera biunivoca un numero razionale ad un punto della retta, si

pensi per semplicita alla costruzione del punto medio del segmento di estremi 0 e 1 a cui puo essere
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associato il valore > ripetendo questa operazione su i due segmenti ottenuti si ottengono i valori 2¢T

iterare quanto si vuole questa operazione). Ma i numeri razionali "esauriscono" tutti i punti della retta?
Vedremo qui di seguito che in realta esistono anche numeri di natura diversa.

Avendo gia studiato il teorema di Pitagora,
Iimmagine qui di fianco dovrebbe essere
abbastanza familiare ai ragazzi; se ogni quadrato
ha area uguale a 1, detta x l'ipotenusa del
triangolo rettangolo isoscele che ¢ anche la

diagonale del quadrato unitario, si ha che

x?% = 2.

Ma, quanto vale x? Si cerchera di far trovare direttamente ai ragazzi la risposta a questa domanda.



Si parte innanzi tutto da una attivita concreta: usando del nastro di carta e altri strumenti di misura quali
una squadra ed un metro, si chiede di costruire direttamente sul pavimento un quadrato di area 1 m”.
Tipicamente questa richiesta viene soddisfatta in qualche minuto: le uniche difficolta possono derivare
da come far tracciare lati tra di loro perpendicolari. Qualche problema in piu arrivera quando si chiedera
di costruirne un'altro quadrato che abbia area doppia, cioé 2 m’. Usando le conseguenze del teorema di
Pitagora prima ricordate, si potra costruire geometricamente il quadrato con il nastro di carta senza
bisogno che si conosca la lunghezza del suo lato. Bastera considerare la diagonale del quadrato
precedentemente costruito e costruire su di questa un nuovo quadrato: avra area 2 m’,

Ora si vuole pero cominciare a provare a rispondere alla seguente domanda: guale sara la lunghezza del
lato di questo nuovo quadrato? la prima "indagine" fatta dai ragazzi consistera nel chiedersi se tale
lunghezza possa essere espressa mediante un numero naturale. Dopo pochi istanti, tutti gli studenti

saranno convinti che tale problema non ha soluzione con tali numeri.

Si ¢ potuto comungque stabilire che il lato da cercare x ¢ tale che 1m < x < 2Zm. Allora ci si chiede se
il numero X possa essere un numero razionale; ai ragazzi viene consegnata una tabella come quella qui
di sotto (dove la parte in rosso non compare) e verra chiesto loro di completarla, facendo uso di una

normale calcolatrice per agevolare i calcoli:

X xz <, =, >

1.1 121 < 2
12 1,44 < 2
13 1,69 < 2
1.4 1,96 < 2
15 2.25 > 2

L'analisi dei risultati di questa prima tabella fara capire che il numero x ¢ tale che
1,4m < x < 1,5m.

A questo punto si procedera con il completamento di una nuova tabella:

x x? <, =>
1,41 1,0881 < 2
1,42 2,0164 > 2
da cui si evincera che
1,41m < x < 1,42m
e ancora
x x? <,=>
1,411 | 1,990921 < 2
1,412 1,993744 < 2
1,413 1,996569 < 2
1,414 1,999396 < 2
1,415 2,002225 > 2




che consentira di affermare che
1,414m < x < 1,415m.

Osservazione: Ora abbiamo ottenuto un'approssimazione ai millimetri; ne cerchiamo anche una ai
decimi di millimetro? O non serve? E’ molto importante spiegare cosa sia un metodo approssimato.

Che siano gli studenti a deciderlo!

I precedente procedimento ha fine? Permette di poter affermare che esiste un numero razionale X tale
che x2 = 2 che ¢ come dire, determinare la lunghezza del lato di un quadrato di area 2? Oppure, ¢
sufficiente quanto fatto per farci concludere che un tale numero non esista? Ognuno dei due approcci,
non permette di far dare naturalmente una risposta definitiva alle precedenti domande. Questo non ¢

' "misterioso":

un problema: il tutto serve anche a rendere tale argomento affascinante ed anche un po
fino ad ora non era mai capitata una cosa del genere. Naturalmente deve essere nostro obiettivo, aiutare

i ragazzi a "svelare" questo mistero.
g



